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Perguntas...

S =
o O gque é um sistema de equacoes lineares?

- Para gue serve?



Estamos acostumados com ...

Sistemas de duas variaveis e duas equa(;oes

Exemplo:
2X+Yy =5
X—y=1

A resolucéo desse sistema nos dara os valores de

X e y que satisfazem as duas equacoes ao
mesmo tempo.

Nesse caso, podemos resolver por substituicao e
chegamos a solucéo x=2, y=1.



E como resolver sistemas com
mais de duas variaveis ?

1
anXx, +a,x, +- - +a,, x, =b|
Ay X, + a,x, + - +”2uxn=bz
P,
,Hunlxl +un2'r2 s o e +uu.-:"rn = bu

1 Sera que podemos fazer por substituicao?

- Como fazer um computador resolver um
sistema de equacoes lineares?



Dois tipos de meétodos:

Métodos diretos:

“Sao métodos que ao cabo de um numero finito
de operacoes apresentam, teoricamente, a
solucao exata do sistema em estudo.”

Métodos lterativos:

“Os métodos iterativos conduzem a uma solucao
aproximada, mas com erro controlado, tém
vantagens computacionais e implicam menos
recursos de memaria do que os métodos diretos”

[2]



Formas de representacao
S

= Equagdes: (a, x, +a,x, + +a, x, =b,
AQy,X, +aypx, + +a,,x, =b,

.‘
a,x +a,,x,+ - +a,x, =b,

0 Matriz: Ax = b
o A: matriz n x n (cada elemento representado por a;)
o1 b: vetor de tamanho n (cada elemento b;)
o x: vetor de tamanho n (cada elemento x))
90 1,2,..,n
-1 Somatdrio:
0 Xie1a4ixj =b;,i=12..n



E hoje?

Hoje vamos apresentar alguns metodos
diretos para resolucao de sistemas de
equacoes lineares:

Cramer
Eliminacao de Gauss
Eliminacao de Gauss-Jordan



Cramer

Suponha o seguinte sistema: [3]
[a,,fx. F An e + Ay = b
42(1l + Ay, 2 4+ Az %X; = éz

l/\\z,w\ + c\tz Z/,L + Q); Z) = é}

Calculamos o determinante da matriz dos

coeficientes:
On A A T
A2, Arr Ay

Ay, A Q” B

-




Cramer

Calculamos os determinantes das matrizes
gue obtemos pela substituicao da coluna |
nelo vetor b.

A Ay An My 1T A Qe
Ary 0\&.5} Az, Ay As, Aii
Ay Ay Ay, Ay | ay Az
Al Az A

| 451| © |A| € o determinante de A

xX. = .
3 1 a1l o |A] é o determinante de A

1
ol




Cramer

“E considerado ineficiente na solucao de
sistemas de equacoes lineares, dado o grande
numero de operacoes necessarias para a
realizacao desta tarefa.” [1]

Numero de Equagoes Numero de Operagoes
2 11
3 59
5 1.349
10 101.575.099
20 ~1,3x 10°"

Atualizacao: Em 2010 saiu um artigo com uma implementagao muito mais eficiente da regra de
Cramer, em O(n3), de certa forma a "reabilitando" para resolucao pratica de sistemas de equacdes.
Segundo os autores, € mais facil paraleliza-la em arquiteturas comuns do que o método de eliminagao

de Gauss (e mesmo sem paralelizar eles conseguiram 1/2 da performance da implementacéo de
Gauss no LAPACK). Confira o artigo em


http://dx.doi.org/10.1145/1878537.1878623
http://dx.doi.org/10.1145/1878537.1878623
http://dx.doi.org/10.1145/1878537.1878623

Eliminacao de Gauss

o Consiste em transformar o sistema Ax=b em
TX=c,

Onde T é a matriz triangular.

* Um sistema de equagdes lineares ¢ dito triangular superior

se ¢ da forma,com a;;=0; i=12,... n.
ajpx;tappx;+apzxz+.. L tap,x,= b
adr» X2 + a3 X3+ ... + Aopn Xy — b>

Apn Xn = bn

N . Xp = bn /am.r
o E a solucao é: = (b2 agx) Jan, i= (D) (D), . 1



Eliminacao de Gauss

Como transformar uma matriz qualquer numa
matriz triangular?

Trocar duas equacdes;

Multiplicar uma equacao por uma constante nao
nula;

Adicionar um multiplo de uma equacao a uma
outra equacao.



Eliminacao de Gauss: Exemplo 1
S =

Sx, + 2x, + l1x, =

.

3x, + 6x, - 2x, = 7
2x, - 4x, + 10x, = 8

7 A matriz aumentada é:

(5 2 | g8 )
6 -2 7
-4 10




Eliminacao de Gauss: Exemplo 1
S =

Usando o Algoritmo de Eliminagdo de Gauss, temos para a
1* coluna, my; = -3/5 para zerar a>;, € m;> = -2/5 para zerar as;
Assim obtemos a matriz

‘5 2 18 )
0 24/5 —13/5 : 11/5
0 -24/5 48/5 i 24/5

\

o m; € chamado fator de eliminacao



Eliminacao de Gauss: Exemplo 1
S =

5 Ed
Em seguida, para a 2* coluna, m,, = I para zerar a 3,
donde teremos

e 2 1 8 )
0 24/5 —13/5 : 11/5
0 0 7 17 ]

Dai, por substitui¢des sucessivas, temos,
x3=7/7=1, xo=1 e x; =1



De forma mais geral...

-
a a, a 'bl (a“ a, dy b, )
a, a, a, : b, ‘ 0 a, a, : b
a, ay ay b, L0 a, a, b, ]
.
d,,=m,x4a,,+ 4,,
i
a;,-Mm,xa,,+ 4a,,

Primeira etapa: Zerar os elementos da primeira coluna a-
baixo de a;; (a;; #0).

Passo 1: Adicionar a 2* linha a 1* linha multiplicada por
my; =-ay /ay; (m;; ¢ chamado fator de elimina-

¢30);
Passo 2: Adicionar a 3® linha a 1* linha multiplicada por
mp>=-az /aj.




De forma mais geral...

Segunda etapa: Zerar os elementos da segunda coluna a-

baixo de a*

- (a‘22 #().

Passo 1: Adicionar a 3* linha a 2* linha multiplicada por

a
0
0

s
L]
dy

0

_——_ ¥ * {
moj a32/022. Dai

a; b,

a H; b, » s

a 43 b,

Xy =

X5 =

X, =

ok * X

* *
b, —a, x,

»
ds

b, —a, x, —a;x,

a



O que acontece se o pivo for zero?

- E impossivel trabalhar com um pivé nulo.



E se o pivo for muito proximo de
Zero?

“Trabalhar com um pivo muito proximo de zero
pode conduzir a resultados totalmente
Imprecisos. Isto porque em qualquer
calculadora ou computador os calculos sao
efetuados com aritmeética de precisao finita.”

[4]



Exemplo 3.3

o Errata: Na questao 3.3 do livro devemos
substituir 4 por 3 digitos significativos.

Exemplo 3.3 - Resolver o sistema de equacgdes lineares da-
do a seguir usando o0 método de Eliminacdo de Gauss sem pivota-
¢do ¢ com a pivotacdo parcial. Supor que a maquina utilizada traba-
lha na base 10, com|3/digitos no significando.

0,0001x, +1,0000x, = 1,0000
1,0000x, +1,0000x, = 2,0000



Exemplo 3.3

Verifigue que sem a pivotacao o resultado é
X1=0, X,=1.

Com a pivotacao parcial o resultado e x,=1,
X,=1.

A solucéao exata seria x, = 1,0001, x, = 0,9999

A solucéo com pivotacao parcial € a melhor
possivel para a magquina em guestao.



Exemplo 3.3 - Conclusao

A pivotacao pode ter papel fundamental em

casos em que podem ocorrer problemas de
arredondamento.

O nao uso da pivotacao pode levar a
resultados completamente distorcidos.

Em alguns casos, mesmo com pivotacao
pode-se chegar a resultados errados



Estratégias de Pivoteamento

Pivotacdo: “E o processo usado no método de
eliminacao de Gauss para trocar, se
necessario, as linhas da matriz de modo que o
elemento da diagonal principal seja diferente
de zero. Estes elementos sao chamados

pivos.”

o 1 1 7 2 4=y =5
2 -1 =5 ::> O 4 4 % L
' 2 ::

-y 2 5




Estratégias de Pivoteamento

Pivotacao Parcial: “Na escolha do k-ésimo
pivO, troca-se, se necessario, a k-ésima linha
da matriz de modo que o maior elemento, em
modulo, entre o restante da k-ésima coluna

Seja\a,g“:mdx\a,-;{l, i=k k+1,..., n;: Fonte: [1]
3 2 1 -1 L (3 2 1 -1 3
0 1 0 3 6 j‘> 0 -3 -5 7 7
0 3 -5 7 7 0 1 0 3 6
0 2 4 0 15 ] ku 2 4 0 15 ] Eonte: 4]




Estratégias de Pivoteamento

Pivotacao Total: Na escolha do k-ésimo pivo,
troca-se, se necessario, a k-esima linha e/ou a
k-ésima coluna da matriz de modo que o
maior elemento, em modulo, entre os
restantes seja usado como pivo.

lakr| =max|a;;|, i=kk+l,...nej=kk+l, ..., n;
i3 g2 1 5) (3 = & B2 5 )
0 1 0 3| 6 j|> 0 7 5.3 | 7
0 -3 -5 7 7 0 3 0 1 6
(0 2 4 0 |15 (@ 0 4 2 | 18|




Algoritmo de eliminacao de Gauss
AIgOritmO Para k=12, ..., (n-1) faca
Para i= (k+1), (k+2),...,n faca
N m=aw/au (supondoay*0)
ag =0
Para j=(k+1), (k+2),...,n faca
H,‘j=ﬂ,'j -mﬂakj
fim
b;= b,— m X b,
fim
fim
Xn = bn / Ann
Para k=1,2,...,(m-1) faca
xp = by
fim
Para k=(n-1),(n-2),...,1 faga
Para i=(k+1) (kt2),...,n faca
Xp = Xgp— Qg X X;
fim
Xk = Xk f Ak

fim.




Analise quantitativa do método de

Eliminagéo de Gauss
]

Numero de Equag¢des | Numero de Operagoes
2 9
28
5 115
10 805
20 5910

o Comparando com Cramer:

Numero de Equagoes Nimero de Operagies
2 11
3 59
5 1.349
10 101.575.099
20 ~1,3x 107"




Metodo de Eliminacao de Gauss-
Jordan

“E uma continuacao do método de Gauss”

“Neste método a matriz dos coeficientes é
transformada em triangular inferior e superior.”

Com isso, ficamos apenas com a diagonal e a
solucao é trivial.

Basta tornar os elementos a;=1, i=1, 2, ..., n.



Gauss-Jordan: Exemplo

Partindo do exemplo:

(5 2 1 8 )
0 24/5 —13/5 : 11/5
0 0 7 : 7 ]

Realizando operacoes iguais a do método de
Gauss, podemos facilmente chegar a matriz:

(5 0 0 : 5 ) (1 0 0 : 1)
0 24/5 0 :24/5 :> 0 1 0 : 1
o 0o 7 7 U B i

Logo, a solucéo é: x;=1, x,=1, X;=1.
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http://www.ipb.pt/~balsa/teaching/MN08/Sist_Lin.pdf
http://www.ipb.pt/~balsa/teaching/MN08/Sist_Lin.pdf
http://www.youtube.com/watch?v=euMF_nNw3zY




